
応用解析学（電子２年） 第14講

• ベッセル方程式とベッセル関数
• ２次元円領域での波動方程式の初期値境界値問題
• 前回の前半模擬テスト・後半模擬テストの解説をMoodleの「応用解析学」
コースに置いた．期末試験解説も後日置く．

• オンライン資料のurl変更：http://nmlab.cse.kyutech.ac.jp/?page_id=107

22.Bessel方程式とBessel関数

次章で，２次元の波動方程式の円領域での初期値境界値問題（例：ドラムの膜
の振動）を，変数分離法によって，各変数毎の常微分方程式に帰着するが，先に，
そこで現れるベッセル方程式とその解（ベッセル関数）を調べる．� �
非負実数 p (≥ 0) に対して，p-次ベッセル方程式を考える： (0 < x)

1

x
(xJ ′(x))′ +

(
1− p2

x2

)
J(x) = J ′′(x) +

1

x
J ′(x) +

(
1− p2

x2

)
J(x) = 0

(1)
� �
実は，級数 (2)で定義される関数は，この方程式 (1)の x = 0で発散しない解の

１つになり，（第一種）p-次ベッセル関数Jp(x)と呼ぶ．これが方程式 (1)を満たす
ことは，実際微分して確かめればよい（→オンライン付録）．
ベッセル関数は，ガンマ関数などと同様に，「特殊関数」の１つである．� �
Jp(x)は (0 ≤ x)，階乗（一般にガンマ関数）の逆数を係数に含む巾級数と非
整数巾 (xp)の積の形の表現を持つ．pは非負実数．

Jp(x) =
(
x

2

)p ∞∑
k=0

(−1)k

k!Γ(k + p+ 1)

(
x

2

)2k

(2)

Jn(x) =
∞∑
k=0

(−1)k

k!(k + n)!

(
x

2

)n+2k

（特に pが非負整数 n の場合）

� �
例えば，

J0(x) =
∞∑
k=0

(−1)k

(k!)222k
x2k = 1− x2

12 · 22 +
x4

22 · 24 − x6

62 · 26 + · · ·

ベッセル関数の直交性

式 (1)のベッセル方程式の解の１つである（第一種）p-次ベッセル関数 Jp(x)は，
任意の p(≥ 0) を固定して，ある種の直交性を持つ．
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級数の項の形から，J0(x) (0 ≤ x) は

• cosx = 1− x2

2!
+
x4

4!
− x6

6!
+ . . . や

sin x

x
= 1− x2

3!
+
x4

5!
− x6

7!
+ . . .

との類似が予想されるが，実際，J0(x)や J1(x)のグラフは下図左のようになる．
以降，任意の pを固定して考えているので，Jp(x) をここでは単に J(x) と書

く．一般に以下の性質を持つ．

(i) J(s) = 0の正の実根は無限個あることが知られている．0 < s1 < s2 < · · · と
書くことにする．（もちろんpに依存するので，正確には，0 < sp,1 < sp,2 < · · ·）
fk(x)

def
= J

(
skx

a

)
と置くと，fk(a) = 0となる（下図右，a = 1の場合）．
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(ii) 直交性：正実数 a > 0 に対し，
∫ a

0
xJ

(
six

a

)
J
(
sjx

a

)
dx

{
= 0 (i �= j)

> 0 (i = j)
．

J(si) = 0 より，被積分関数は区間の両端（x = 0, a）で 0になる点に注意．

(iii) さらに，(ii)に基づき，[0, a]で２乗積分可能な関数 f, gに対して，

– < f, g >=
∫ a

0
xf(x)g(x)dx

で内積を定義する時，ψk(x)
def
=

1√
Dk

J
(
skx

a

)
と置くと，

{ψk(x) | k = 1, 2, . . .}

は「完全正規直交系」になることが知られている．ただし，正規化係数

Dk
def
=
∫ a

0
x
(
J
(
skx

a

))2

dx =< J
(
skx

a

)
, J
(
skx

a

)
>= ||J

(
skx

a

)
||2

なお，skの定義より，y = ψk(x) (0 ≤ x ≤ a)のグラフは，[0, a]区間内でx-

軸と k回交わる．上図右は p = 0, a = 1の場合の例，つまり，y = J0 (s0,kx) ,

k = 1, 2, 3, 4. のグラフを示す．
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そこで，フーリエ級数展開と同様に以下のような級数展開が成立：[0, a]で滑ら
かな連続関数 f(x)に対し（実際はもう少し緩い条件で），0 < x < aにおいて，

f(x) =
∞∑
k=1

AkJ
(
skx

a

)
, Ak

def
=

1

Dk

∫ a

0
xJ

(
skx

a

)
f(x)dx

この級数の収束性，上の (i)や (iii)，および級数展開の証明は（大変なので）省
略し，以下では，その根本原理である，(ii)の直交性のみを，任意の pで a = 1の
場合を示す．式 (1)より，

x2J ′′(x) + xJ ′(x) + (x2 − p2)J(x) = 0 (0 < x)

天下りではあるが，ここで，x = sky (0 < y) を代入して一部を移項すると，

(sk)
2 y2J ′′ (sky) + skyJ

′ (sky) = − (sk)
2 y2J (sky) + p2J (sky)

上式の k = iの場合に J (sjy)を掛けたものと，上式の k = jの場合に J (siy)を掛
けたものの差を取ると，p2J (sjy)J (siy) が打ち消し合い，(

(si)
2 y2J ′′ (siy) + siyJ

′ (siy)
)
J (sjy)−

(
(sj)

2 y2J ′′ (sjy) + sjyJ
′ (sjy)

)
J (siy)

=
(
(sj)

2 − (si)
2
)
y2J (sjy)J (siy) + 0

(si)
2 yJ ′′ (siy) + siJ

′ (siy) =
d

dy
(siyJ

′ (siy)) に注意し，両辺を yで割ってから，y

に関して [0, 1]で積分する．
∫ 1

0

{
J (sjy)

d

dy
(siyJ

′ (siy))− J (siy)
d

dy
(sjyJ

′ (sjy))

}
dy

=
(
(sj)

2 − (si)
2
) ∫ 1

0
yJ (sjy)J (siy) dy (3)

ここで，式 (3)の左辺の第一項 J (sjy)
d

dy
(siyJ

′ (siy)) は，

d

dy
(J (sjy) siyJ

′ (siy)) = sisjyJ
′ (siy)J ′ (sjy) + J (sjy)

d

dy
(siyJ

′ (siy))

[J (sjy) siyJ
′ (siy)]

1

0 =
∫ 1

0

(
sisjyJ

′ (siy)J ′ (sjy) + J (sjy)
d

dy
(siyJ

′ (siy))

)
dy

を利用して部分積分できる．

同様に式 (3)の左辺の第二項 −J (siy)
d

dy
(sjyJ

′ (sjy)) も部分積分すると，第

一項と第二項で，
∫ 1

0
sisjyJ

′ (siy)J ′ (sjy) dy が共通かつ逆符号なので相殺されて，

結局，

式 (3)の左辺 = [J (sjy) siyJ
′ (siy)]

1
0 − [J (siy) sjyJ

′ (sjy)]
1
0

= (0− 0)− (0− 0) = 0
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ただし最後の等式は，J(sj) = J(si) = 0を用いた．よって，式（3）の右辺より，
(
(sj)

2 − (si)
2
) ∫ 1

0
yJ (sjy)J (siy)dy = 0

最後に，sj �= siなので，
∫ 1

0
yJ (sjy)J (siy)dy = 0 が導かれた．

23.２次元空間での初期値境界値問題（２）

２次元の波動方程式の初期値境界値問題

（要点）：２次元の波動方程式の円領域での初期値境界値問題を，変数分離法によっ
て，各変数毎の常微分方程式に帰着し，三角関数とベッセル関数を利用して，初期
値を満たす（t = 0で与えられた初期波形と一致する）ような解を構成する（フー
リエ・ベッセル級数展開）．� �
平面上の原点中心・半径 a(> 0)の円周を外枠とする薄い円形膜の垂直方向の
振動を考える．時刻 t 位置 (x, y) での垂直方向のずれ（変位）を関数 u(t, x, y)

とする．膜の周は固定されている．初期状態（時刻 0）での各位置での膜の変
位は関数 f(x, y)として与えられ，またその時の変位の変化速度は（簡単のた
めに）0とする．ただし重力の影響を考えない．平面領域とその境界：

D
def
= {(x, y)|x2 + y2 ≤ a2}, ∂D

def
= {(x, y)|x2 + y2 = a2}

を定義する．
未知関数 u(t, x, y)として，(t, x, y) ∈ [0,∞)×D で連続で，その内部では滑ら
かで，以下を満すものを求める．

∂2u

∂t2
(t, x, y) =

∂2u

∂x2
(t, x, y) +

∂2u

∂y2
(t, x, y) for t > 0, (x, y) ∈ D \ ∂D (4)

u(t, x, y) = 0 for t ≥ 0, (x, y) ∈ ∂D (5)

u(0, x, y) = f(x, y), lim
t→+0

∂u

∂t
(t, x, y) = 0 for (x, y) ∈ D (6)

ただし，f(x, y)は 十分滑らか（十分な回数連続微分可能）とする．
� �
円領域なので，前回同様，まず極座標に変換する：{

x = r cos θ

y = r sin θ
, 0 ≤ θ ≤ 2π, 0 ≤ r ≤ a,

{
r =

√
x2 + y2

θ = Atan(x, y)

ただし，θ = Atan(x, y) は，tan θ =
y

x
となる θを，x, yの正負の組み合わせで

[0, 2π]の範囲に規定する逆関数とする（前回付録参照）．そして，

u(t, x, y) = u(t, r cos θ, r sin θ) = w(t, r, θ)
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と置いて，以下の「未知関数をwとする初期値境界値問題」を解けばよい．ただ
し，f(r cos θ, r sin θ) = v(r, θ)と置いた．

∂2w

∂t2
(t, r, θ) =

∂2w

∂r2
(t, r, θ) +

1

r2
∂2w

∂θ2
(t, r, θ) +

1

r

∂w

∂r
(t, r, θ), 0 < t, 0 < r < a, 0 ≤ θ ≤ 2π

(7)

w(t, a, θ) = 0, 0 ≤ θ ≤ 2π (8)

w(t, r, 0) = w(t, r, 2π), 0 ≤ r ≤ a (9)

w(0, r, θ) = v(r, θ), (10)

lim
t→+0

∂w

∂t
(t, r, θ) = 0, 0 ≤ r ≤ a, 0 ≤ θ ≤ 2π (11)

「変数分離法」によってこの解を求めてみよう．つまり，

w(t, r, θ) = T (t)R(r)H(θ), T (t) �≡ 0, R(r) �≡ 0, H(θ) �≡ 0

のような形（変数分離形）で，(7),(8),(9),(11)を満す関数をまず探す．

注：一般論として，時間変数 tと空間変数 (x, y)に変数分離してみると，

u(t, x, y) = T (t)V (x, y), T (t) �≡ 0, V (x, y) �≡ 0

と置ける．上の偏微分方程式を満たすなら，

T ′′(t)V (x, y) = T (t)ΔV (x, y)

となり，
T ′′(t)
T (t)

=
ΔV (x, y)

V (x, y)
が成り立つが，この左辺は x, y に依らず，

右辺は t に依らないので，結局，λ という定数（固有値）を用いて，

T ′′(t)− λT (t) = 0, ΔV (x, y)− λV (x, y) = 0

右側の方程式を，一般に，Helmholtz（ヘルムホルツ）方程式と呼ぶ．
３次元以上でも同様であり，今まで見た１次元の場合もこれに含まれ
る．Helmholtz 方程式（固有値問題）を対応する境界条件に応じて解
くには，結局，再度，変数分離／変数変換を行う必要があるが，一般
には，講義で扱う例題のように具体的な級数の形で解を構成できると
は限らない．そのため（本講義のレベルを超える）対称核積分方程式
というものを介して，解の存在や具体的な性質を調べる方法が研究さ
れ，量子力学の数学的基礎にもなっている．

元の問題に戻る．まず，(7)より，

T ′′RH = TR′′H +
1

r2
TRH ′′ +

1

r
TR′H
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となり，特に，T (t)R(r)H(θ) �= 0 なる点 (t, r, θ)では，それで割れば，

T ′′(t)
T (t)

=
1

R(r)

(
R′′(r) +

1

r
R′(r)

)
+

H ′′(θ)
r2H(θ)

この左辺は r, θ に依らず，右辺は t に依らないので，ある定数（−λ）である．ま
た，定数である右辺の第１項は θに依らないので，右辺第２項もそうであり，よっ

て
H ′′(θ)
H(θ)

もある定数（−μ）である．
さらに制約条件：(8),(9),(11) も合わせて，

T ′′(t) + λT (t) = 0 (0 < t), lim
t→+0

T ′(t) = 0 (12)

H ′′(θ) + μH(θ) = 0 (0 ≤ θ ≤ 2π), H(0) = H(2π) (13)

R′′(r) +
1

r
R′(r) +

(
λ− μ

r2

)
R(r) = 0 (0 < r < a), R(a) = 0 (14)

• (12)が t→ ∞で有界な（かつ定数でない）解を持つためには，λ > 0が必要
である．この一般解は，T (t) = b1 cos

√
λt+ b2 sin

√
λt であるが，初期条件：

lim
t→+0

T ′(t) = lim
t→+0

(−b1
√
λ sin

√
λt+ b2

√
λ cos

√
λt) = b2

√
λ = 0

を満たすには，b2 = 0 が必要で，以下の形になる（bは任意定数）：

T (t) = b cos
√
λt (15)

• (13)の解は，境界条件：H(0) = H(2π) より，H(θ) = c cos
√
μθ + d sin

√
μθ

の形（c, dは任意定数）で，かつ μ が限られた値（固有値）：

μ = n2 (n = 0, 1, 2, . . .) (16)

の場合のみである．よって，この一般解は，各 n = 0, 1, 2, . . .に対して

H(θ) = c cosnθ + d sinnθ (17)

ただし，n = 0では，H ′′(θ) = 0と境界条件より, Hは定数関数（H(θ) ≡ c）．

• (14)は，天下りではあるが， x
def
=

√
λr, J(x)

def
= R

(
x√
λ

)
と置くと，

R′′
(
x√
λ

)
+

√
λ

x
R′
(
x√
λ

)
+

(
λ− λμ

x2

)
R

(
x√
λ

)
= 0

両辺を λで割り，J ′(x) =
1√
λ
R′
(
x√
λ

)
, J ′′(x) =

1

λ
R′′

(
x√
λ

)
を用いると，

J ′′(x) +
1

x
J ′(x) +

(
1− n2

x2

)
J(x) = 0 (18)

を満たす．「Bessel（ベッセル）方程式」である．
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（第一種）n-次ベッセル関数Jn(x)は，方程式 (18)の解のうちで，x → 0で（こ
の場合 r → 0に対応）有界なものである．以下は，何らかの方法で Jn(x)の性質
を解析したり，数値的に計算したりすることができるとして，先に進む．

• (14)のR(a) = 0という条件は， Jn(
√
λa) = 0 を意味する．

そこで，Jn(x) = 0の正実根を考える必要がある．前章で述べたようにJn(x) = 0

は無限個の正実根を持つが，それらを 0 < sn,1 < sn,2 < · · · と置くと，λは，

λn,k =
(
sn,k
a

)2

(n = 0, 1, 2, . . . ; k = 1, 2, . . .)

の形のみ許される．
以上より，{bn,k, cn, dn, en,k |n = 0, 1, 2, . . . ; k = 1, 2, . . .} を任意定数として，

• Tn,k(t)
def
= bn,k cos

sn,kt

a
(0 ≤ t),

• Hn(θ)
def
= cn cosnθ + dn sin nθ (0 ≤ θ ≤ 2π),

• Rn,k(r)
def
= en,kJn

(
sn,kr

a

)
(0 ≤ r ≤ a),

は，各々，(12)，(13)，(14)の解である．よって

Tn,k(t)Hn(θ)Rn,k(r) = cos
sn,kt

a
× (An,k cosnθ +Bn,k sin nθ)× Jn

(
sn,kr

a

)

（{An,k
def
= bn,kcnen,k, Bn,k

def
= bn,kdnen,k}を任意定数として）は，(7),(8),(9),(11) を

満し，斉次微分方程式重ね合わせの原理より，それらの有限線形和もそうである．� �
実は，初期値 v(r, θ) = f(r cos θ, r sin θ) に合わせて，{An,k, Bn,k}n=0,1,...,k=1,2,...

を適切に選ぶと，

w∗(t, r, θ) def
=

∞∑
n=0

∞∑
k=1

cos
sn,kt

a
(An,k cosnθ +Bn,k sinnθ) Jn

(
sn,kr

a

)
(19)

は，定義可能で（右辺が収束して），(7),(8),(9),(10),(11) の解になる．
� �
以下で粗筋を示す．まず，初期値 (10)：w∗(0, r, θ) = v(r, θ) を満すように，

{Ai,j, Bi,j}i=0,1,...,j=1,2,... を決めるためには，vが，

v(r, θ) =
∞∑
i=0

∞∑
j=1

(Ai,j cos iθ +Bi,j sin iθ) Ji

(
si,jr

a

)

と級数展開できる必要がある．これをフーリエ・ベッセル級数展開と呼ぶ．級数
の収束の証明は省略して，先に進む．代りに，v(r, θ)が級数展開できると仮定し
て，具体的な係数A∗, B∗ を求めてみる．
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まず，ある nを固定して，v(r, θ) と cosnθ を掛け合わせ，θに関して [−π, π]
で積分して rの関数を作ることで，三角関数の直交性より，i �= nのAi,jを消すこ
とができる．Bi,jに関しても同様．

Cn(r)
def
=

1

π

∫ π

−π
v(r, θ) cosnθdθ

=
1

π

∫ π

−π

⎛
⎝ ∞∑

i=0

∞∑
j=1

(Ai,j cos iθ +Bi,j sin iθ) Ji

(
si,jr

a

)⎞⎠ cosnθdθ

=
∞∑
j=1

∞∑
i=0

(
1

π

∫ π

−π
(Ai,j cos iθ +Bi,j sin iθ) cosnθdθ

)
Ji

(
si,jr

a

)

=
∞∑
j=1

An,jJn

(
sn,jr

a

)
,

Sn(r)
def
=

1

π

∫ π

−π
v(r, θ) sinnθdθ =

∞∑
j=1

Bn,jJn

(
sn,jr

a

)
(20)

さらに，ベッセル関数のある種の直交性：∫ a

0
rJn

(
sn,kr

a

)
Jn

(
sn,lr

a

)
dr = 0 (k �= l)

を使うと，同様に，ある kを固定し， Cn(r) と rJn

(
sn,kr

a

)
を掛け合わせ，rに

関して [0, a]で積分することで An,k が取り出せる．Bn,k も同様．

すなわち，正規化係数を Dn,k
def
=
∫ a

0
r
(
Jn

(
sn,kr

a

))2

dr として，展開係数は，

An,k =
1

Dn,k

∫ a

0
Cn(r)rJn

(
sn,kr

a

)
dr, Bn,k =

1

Dn,k

∫ a

0
Sn(r)rJn

(
sn,kr

a

)
dr (21)

と計算される．
実際，この式 (21)で定義した {An,k, Bn,k} を用いて構成した級数は収束し，そ

れによって表現される (19)の w∗が (7),(8),(9),(10),(11) を満たすことは，各級数
やそれらを形式的に項別微分した級数の一様収束性（ベッセル関数の性質を調べ
ることで判る）から証明できる．� �
元の問題に戻ると，式 (20)と (21)で定義される {An,k, Bn,k} を用いて，

u(t, x, y) = w∗(t,
√
x2 + y2,Atan(x, y))

=
∞∑
n=0

∞∑
k=1

cos
sn,kt

a
× (An,k cos (n · Atan(x, y))

+Bn,k sin (n · Atan(x, y)))× Jn

(
sn,k
a

√
x2 + y2

)

を定義可能で（右辺が収束），(4)＆ (5)＆ (6)の解になる．
� �
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オンライン付録

A-1. Bessel級数がBessel方程式を満たすことの証明

級数 (2)が方程式 (1)の解になることを示そう．これは級数関数の微分（極限と
微分の順序交換）の問題．

まず級数 (2)の任意の有限区間内での一様収束を示す．Jp(x) =
(
x

2

)p ∞∑
k=0

ak(x) と

書くと，ざっくりいえば，xがある有限区間内にあれば，|ak(x)| ≤ Ck

k!
なので，一様

収束する．詳しく見ると，Γ(y)は，y > 0で正の最小値を持つので，それをAと置く

と，任意の正数Bに対して，0 < x ≤ 2
√
Bなるxでは，|ak(x)| ≤ 1

k!A

(
x

2

)2k

≤ Bk

Ak!

であり，|Jp(x)| ≤ Bp/2

A

∞∑
k=0

Bk

k!
なので，一様収束が言える．

同様に，形式的に項別微分した級数も一様収束するので，（項別微分によって）微
分が計算できる．

Jp(x) =
1

2p

( ∞∑
k=0

(−1)kxp+2k

k!Γ(p+ k + 1)22k

)
=

1

2p

(
xp

Γ(p+ 1)
+

∞∑
k=1

(−1)kxp+2k

k!Γ(p+ k + 1)22k

)

1

x
J ′
p(x) =

1

2p

(
p

Γ(p+ 1)
xp−2 +

∞∑
k=0

(−1)k+1(p+ 2k + 2)

(k + 1)!Γ(p+ k + 2)22k+2
xp+2k

)

J ′′
p (x) =

1

2p

(
p(p− 1)

Γ(p+ 1)
xp−2 +

∞∑
k=0

(−1)k+1(p+ 2k + 2)(p+ 2k + 1)

(k + 1)!Γ(p+ k + 2)22k+2
xp+2k

)

p2

x2
Jp(x) =

p2

2p

∞∑
k=0

(−1)k

k!Γ(p+ k + 1)22k
xp+2k−2

=
1

2p

(
p2

Γ(p+ 1)
xp−2 +

∞∑
k=0

(−1)k+1p2

(k + 1)!Γ(p+ k + 2)22k+2
xp+2k

)

あとは，J ′′
p (x) +

1

x
J ′
p(x) + Jp(x)− p2

x2
Jp(x) に含まれる同次の項を比較して，す

べて消える（0になる）ことが，頑張って計算すれば確認できる．
簡単のために p = n（自然数）の場合を計算してみよう．

• xn−2の係数：J ′′
n(x),

1

x
J ′
n(x),−

n2

x2
Jn(x) の各々の先頭項に含まれ，合わせる

と，
1

2nn!
(n(n− 1) + n− n2) = 0

• k = 0, 1, . . . に対する xn+kの係数：J ′′
n ,

1

x
J ′
n, Jn,−

n2

x2
Jn の各々の共通部分と

して
1

2n
· (−1)k+1

(k + 1)!(n+ k + 1)!22k+2
を括ると，

(n + 2k + 2)(n+ 2k + 1) + (n+ 2k + 2)− (k + 1)(n+ k + 1)22 − n2

が出るが，これを nと kの多項式と見る時の各項の係数は
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– n2: 1 + 0− 0− 1 = 0, nk: 4 + 0− 4− 0 = 0, k2: 4 + 0− 4− 0 = 0

– n: 3 + 1− 4− 0 = 0, k: 6 + 2− 8− 0 = 0, 1: 2 + 2− 4− 0 = 0

以上より，すべての係数が 0であることが示せた．

A-2. ベッセル関数の積分表現

整数次のベッセル関数は，cos(x sin y), sin(x sin y) のような関数の積分の形の表
現を持つ．つまり，

cos(x sin y) =
a0
2

+
∞∑
k=0

an cosny, sin(x sin y) =
∞∑
k=0

bn sinny

と（変数 yに関して）フーリエ級数展開できるとして，その展開係数に（xを変数
とする）ベッセル関数が現われる．

J0(x) =
a0
2

=
1

2π

∫ π

−π
cos(x sin y)dy, J2n(x) =

an
2

=
1

2π

∫ π

−π
cos(x sin y) cosnydy

J2n−1(x) =
bn
2

=
1

2π

∫ π

−π
sin(x sin y) sinnydy

これらは，cos θ, sin θのテーラー級数展開：
∞∑
k=0

(−1)k

(2k)!
θ2k,

∞∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!
θ2k+1

を用いて，

cos(x sin y) =
∞∑
k=0

(−1)k

(2k)!
x2k(sin y)2k, sin(x sin y) =

∞∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!
x2k+1(sin y)2k+1,

と通常の三角関数の巾乗の和に展開し，ひたすら三角関数（の積）の積分を計算
すれば，前項の級数が導出可能である．例えば，

a0
def
=

1

π

∫ π

−π
cos(x sin y)dy =

1

π

∫ π

−π

∞∑
k=0

(−1)k

(2k)!
x2k(sin y)2kdy

=
1

π

∞∑
k=0

(−1)k

(2k)!
x2k

∫ π

−π
(sin y)2kdy = . . . =

1

π

∞∑
k=0

(−1)k

(2k)!
x2k

2(2k)!π

(k!)222k

= 2
∞∑
k=0

(−1)k

(k!)222k
x2k = 2

∞∑
k=0

(−1)k

(k!)2

(
x

2

)2k

= 2J0(x)

なお，上の . . .の部分は，以前のガンマ関数を介した
∫ π/2

0
(cos y)m(sin y)ndy の

計算：
∫ π

−π
(sin y)2kdy = 4

∫ π/2

0
(sin y)2kdy = 4× (2k)!π

(k!)222k+1
を用いるか，あるいは，

kに関する帰納法を使って示すことができる．
さらに，非整数次の場合も三角関数と密接に関係している．例えば，

J1/2(x) =

√
2

πx
sin x

という結果が知られている．
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